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Factorizacion de polinomios

Cajas de igual volumen

En una fabrica de chocolates, se decidié envasdsxdmbones en dos modelos de cajas
cuyos volumenes sean iguales. Una de ellas dehssribo. La otra, un prisma, cuyo ancho
sea igual al del cubo, su profundidad sea el dgtde,altura, 4 cm menor.

¢, Como podemos hallar las medidas exactas de caddeurstas cajas?¢Qué ecuaciones
podriamos plantear?

Completamos la tabla con la informacién que dispwse

Modelo Ancho Profundidad Altura Volumen

Cubo

Prisma

Cada uno de los volimenes es un polinomio de grado____________.
Hallemos los valores depara los cuales ambos volimenes son iguales.
V —

cubo — Vv prisma

Los valores dex que igualan los volimenes son los mismos que arall@olinomio
x® -8x°%.

Sabemos que los valores de x que anulan un polln@om sus raices, busquemos
entonces, las raices d¥x) = x> —8x°.

Una forma eficaz de hallar las raices @&¢x)=x®-8x> es expresandolo como
producto de otros polinomios.

Como los dos términos de(x cpntienen un facto comun, que xS lo extraemos:
P(x) = x* —=8x* = x* [{x—8)
Entonces:
P(x)=0= x*-8x* =0= x> [[x-8)

Como nos quedo el producto de dos factores iguaddlonecesariamente uno de ellos
debe ser nulox®> = ® x-8=0; entoncex = ______ YX = ______ son las raices d¥x vy)
a la vez, son los valores que hacen que los volésegan iguales.

Six = , los volimenes dan____ , yEsacion no nos sirve.
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Six=______ , tenemos que:
chbo S
Vprisma Sl
Conclusion: En esa fabrica deben armar un modetmeque sea un cubo.de ___ de
arista, y otro que sea un prisma_de___ frefee, ______ de profundidady ____. al®.

Asi, ambas cajas tendran el mismo volumen, quedgera ___

Teorema fundamental del algebra

Recordemos que un valor dees raiz deP(x )i el polinomio se anula para ese valor.
Ademas, siP(x )esta expresado como producto de otros polinortassiaices de éstos son
las raices dd°(x .)

Observen los siguientes ejemplos:

Polinomio factorizado Raices reales Cantidad deeaireales
P(X)=(x-D)I[(x=-2)[(x+3) x=1;x=2;x=-3 Tres
Q(X) = (x—7)[{x—4)? X=7;x=4 Tres
R(x) = (x-5)° Xx=5 Tres
S(X) = (x—8) [{x* +1) X=8 Una

Si al escribir un polinomio como producto hay mésud factor que tiene la misma raiz,
a ésta se la llanraiz multiple Por esox = 4 es unaaiz doblede Q(x) y x = -5 es unaaiz

triple de R(x).

En la tabla anterior figuran las raices realesy perpolinomio puede tener raicesles
y no reales Existe un teorema, llamadeorema fundamental del algebra partir del cual
podemos afirmar quen polinomio de grado n tiene exactamente n raicesnsiderando las
reales y las no reales.

Otra consecuencia de este teorema es la siguiente:

Un polinomio de grado n tiene como maximo n raigegles

Las raices no reales siempre vienen en parefer eso, un polinomio de grado tres
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Actividades

10

1) Dada la siguiente gréfica: 2 1{_\2 %3 4/3.’
a ) Indiquen las raices de(x . ) -10
209

b ) ¢ Cual es el minimo grado posible Eéx ? )
2 ) ¢ Es posible que un polinomio de grado cinco tergatamente cuatro raices reales?

3 ) Indique si es cierto que todas las raices de lingmio de grado par pueden ser no
reales.

4 ) Indicar la multiplicidad de las raices de los ggtes polinomios.
a) P(x) =-40x-3)* [x+3)*
b) P,(X) =2{x+1)° X

Polinomios expresados como productos

En el problema inicial vimos que era mas convepi@xpresar la ecuacion mediante el
producto0 = x* [{x— 8) ya que como el polinomio se anula cuando algensus factores es
0, es mas sencillo averiguar las raices de cada facpoe las raices del polinomio original

De la misma forma en que descomponemos un numdesoean producto de sus
factores primos, podemos descomponer un polinomapaesto en producto de polinomios
primos.

Falinomio
| | |
Compueasio Frime
Puede descomponerse en producto de dos o Mo puede descomponerse en producto de dos
s factores o mas factores

Son primos Unicamente los polinomios de grado urlosyde grado dos sin raices
reales. Por ejemplo, son primd&(x) = -3[x+ y&R(X) = x> + 4.

Ahora vamos a aprender algunas técnicas para expnepolinomio como producto.
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Factor comun

A veces sucede que en un polinorfi(x la \ariablex figura en todos los términos. En
estos casos es muy conveniente extraer factor comun
Observen coémo extraemos la variableomo factor comuna extraemos elevada a la

menor de sus potenciadambién podemos extraer un nimero que es factdodos los
coeficientes. Después dividimos cada término dihpmio por el factor.

Ejemplos:
Q) =7 +4x* -x* =

F(x) = 240K —80¢% +4K* =

Siempre podemos controlar que el producto que obhos es correcto aplicando
propiedad distributiva.

El factor comun puede ser la variable del polinométevada a la menof
potencia, y/o el d.c.m. de todos los coeficientelsnismo

Factor comun por grupos

Algunos polinomios presentan una estructura quepeosiite formar grupos de igual
cantidad de términos y sacar factor comun en cadade esos grupos. Una vez hecho esto,
aparece un nuevo factor comun en todos los grupos.

Ejemplo: P(x) = x> - 2x* -3x+6

Se forman grupos de igual cantidad de
términos, de forma tal que en cada uno de Pp(x)=
ellos haya un factor comun.

En cada término debe aparecer el mismo
factor para poder extraerlo nuevamente como P(X) =
factor comun.

Al sacar nuevamente todo el paréntesis como
factor comun, la expresion queda factorizada B
a través del factor comun por grupos. o=

Observacionla forma de agrupacion no es Unica.
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f)
9)
h)

)

Diferencia de cuadrados

Asi como el producto de la diferencia de dos mowsnpor su suma es igual a la
diferencia de los cuadrados de ambos monomiosmiho modo, la diferencia de los
cuadrados de dos monomios se puede factorizar ebprmducto de la diferencia de ambos
por su suma.

a’-b?=(a+b){a-b)
Ejemplos:

Actividades.

1) Expresen los siguientes polinomios como producto.

M (x) = 24a°x° +18a®x* - 30ax® K) G(x)=x°-9[x*-256[x*+2304
- 3 2
L(X) =4ax® -2bx“ +6ax—-3b 1) |\|()():—8_‘:1sz+x4
a
P(x) = 2atx? -2
T4 16 m) M(x) =6yx° +3ybx* + yx® - ybx* - yx
V(x) = 81x* —16a* n) A(x) =5yx* -80y

J(X) =2ax® -bx* +6ax®-3bx*+8ax—-4b 0) Y(X)=6a’b*'x’+9a’b®*x® -12a'b*x*
— 3 _ 2
F(x) =3bx® —-12by“x ) S(x) =3x° +%y2x3 — yx* - B6y3x? _gys +2y°x
W(x) =-yx+yx’+yx’ —ax’ —ax’ +a
q) 1(x)=(a-2x)* -(a+2x)*

H(x) =2bx® - 2bx* —2bx* +2b

. ) H(x)=2abx®-ba+2a®x* -b*x
C(x) =5yx® +10y*x° + = y°x? 1 3 1

2 s) O(x)==ax’+=-a’x*-=a’x

6 5 4 3 2 2 2

B(x) =ax’ +2ax’ +ax” +2ax® +2ax+4a

Trinomio cuadrado perfecto

Analicemos el resultado de elevar un binomio aticado.
(a+b)®> =a’+2M@&aMb+b? (a-b)? =a®-2M@&ab+Db?
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Al desarrollar estas expresiones siempre obtenemogstérminos cuadraticos y un
término que es el doble producto de los dos térsngue constituyen el binomio. Expresiones
de este tipo reciben el nombretdaomio cuadrado perfecto

Para que un polinomio sea un trinomio cuadradaeptaf es necesario verificar:
« el grado del polinomio debe ser par.
* dos de los términos deben ser cuadrados perfectos.

» el término restante debe ser el doble productdogeérminos que constituyen el
binomio.

Ejemplos:

F(X) =40 +4x+1=

F(x):iD<4+ED<2+9:
81 3

Actividades

1) Indiquen cuales de los siguientes trinomios soadrdos perfectos. En caso
afirmativo factorizarlos.

a) C(xX) = 4> + 2px* + S pix?
5 25
b) A(X) = 36 Japexe +6a°b*x’y? +£5a2y4
25 4
16 4.,6.,2 8 2,242 9 8,4
c) B(X)=—m'y’ X" ——m°y“n"z°x+—n"z
) B(X) g My =My 5E

1 1 1
d) D(X)==m'x* -=m’x°y® + —x®y*
) D=7 - Y+ XY

9 9
e) F(x)=9m’x* —=mx’*y’ +—y*
) F(¥) cMXY oY

2) Determinen el valor de de modo que el trinomio sea el desarrollo del ada de
un binomio.

a) 2h+£x2 —ﬂax = d) 08la’+ha’x+ 049x* =
9

e) h?>+100(2x+1)+25=
b) 4a’x*+h-4axc=

c) %az + 15 rhx=
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Cuatrinomio cubo perfecto

Analicemos el resultado de elevar el cubo de uarhia.
(a+b)®> =a’+3@&° b +3@&MD* +b° (a-b)® =a’-3@&° b+3&EMD* -b®

Al desarrollar estas expresiones siempre obteneduss términos cubicos y dos
términos que son el triple producto de uno dedawinos que constituyen el binomio elevado
al cuadrado por el otro sin elevar. Expresionesdte tipo reciben el nombre deatrinomio
cubo perfecto

Para que un polinomio sea un cuadrinomio cubo @erfes necesario verificar:

* dos de los términos deben ser cubos perfectos.

* los dos términos restantes deben ser el tripldysto de uno de los términos que
constituyen el binomio elevado al cuadrado potrel sin elevar.

Ejemplos:

M(X)=x*+6k*+12x+8=

H(x) = x® -3 +3k-1=

Actividades

1) Indiquen cudles de los siguientes cuatrinomios eobos perfectos. En caso
afirmativo factorizarlos.

a) A(X) =-8x%+36x°b-54xb* +27b°

b) Z(x) =a®x®+3a’bnx* +3ax’bn® +b*n®

C) B(x)=lx3a€’+ix2ba“+ixa2b2+ib3
8 16 32 64

d) C(X) == a%b*x® ——a?b® x” + 2L ab®x® - 2 by
12¢ 50 2C 8
1 .2 5 <, 25, 125,

e) HX) ==y X'+ —y' X ——y X+—

) AR 64y le 12y 27 y

Suma v resta de potencias de igual exponente

Para un polinomio de la form#®(x)=x"+a" 6 P(x)=x"-a" existen cuatro
posibilidades:

P(x)=x"+a" P(x)=x"-a" conn par

P(x)=x"+a" P(x)=x"-a" connimpar
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1) P(x) = x*-16=x* -2*. Se buscan las raices Béx . En nuestro caso:

X=2=x=2

Se aplica la regla de Ruffini:

P(x) =x*-16=

2) P(x) = x* + 81, no tiene raices reales.

3)P(x)=x®-27=x>-3°

Se buscan las raices d&(x . En
nuestro caso:

x3-27=0
x® =27
x=3
P(X)=x*-27=__

4)P(X)=x>+32=x>+2°

Se buscan las raices de(x . Bn
nuestro caso:

x> +32=0
x> =-32
X=-2
P(X)=x>+32= .

x*-16=0

Se aplica la regla de Ruffini:

Se aplica la regla de Ruffini:
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Actividades

1) Expresen los siguientes polinomios como producto.

f) W(x)=a’x>-3125

H(x) = Ebzyﬁx4 —ﬂy3bx3 M

25 5 4

_1 ,.25,
b g K(X)=—x"+—D

A(X) = X4 _1_6 10C 4

. . h) J(x):%x“—z—z1 bx9+£1b2x7—8b3x5
Z(x) =x"+128b a a a

. 81

M (x) = 252255 —Babx® +b?x° ) S(x)=4x*-—a”

4 49
L(x) = 27a’x +54a°x° +36a°x® +8x%a ) U(X) =x* -8y’

Raices de polinomios con coeficientes enteros. €am de Gauss
Consideremos el polinomid®(x) = 2x®> —x* -8x+ ,4que tiene todos sus coeficientes
enteros. Calculemof’(%j = . Como P[%j =, resulta que

X :% es unaraiz de(x .)

Observen que esa raiz es una fraccion que cumplestas dos condiciones:
el numerador 1 divide al término independiente 4.

el denominador 2 divide al coeficiente principal 2

El teorema de Gauss, que generaliza esta situadfitma que:

Cuando una fraccién irreducibleE es raiz de un polinomio con coeficientes entenps,

q
divide al término independiente y q divide al caéinte principal.

Entonces, para hallar las raicegionalesde un polinomio con coeficienenteros se
deben seguir los siguientes pasos:

» Hallar los divisoreg del término independiente y los divisorgsdel coeficiente
principal.

« Formar con ellos fracciones irreduciblgs gue son laposibles raices
q

* Aplicar la regla de Ruffini para verificar si alyaies raiz del polinomio.
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Ejemplo: Hallemos las raices racionales @) = 2x* +3x* - 1

* Verificamos si todos los coeficientes Béx son enteros.

« Formamos todas las fracciones irreducibPes ________________
q

» Aplicamos la regla de Ruffini verificamos si algues raiz del polinomio.

Actividades

1) Hallar las raices racionales de los siguientesipoiios:
a) P(x)=x®+4x*-3x-18
b) P, (x) =x*+6x>+13x* +12x+4
c) P,(x) = 2x° -8x"* +6x° +8x* —8x
d) P,(x) =5x> —20x* — 20x + 80
e) P,(x) =3x* —15x° + 24x* —-12x

2) El polinomio K(x) = x* —2x®> +8x—2a corta el eje x en x = 2. Hallar el valor ag
las raices reales de(x . )

3 ) Expresar los siguientes polinomios en funcionuderaices.
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a) P(x) = x®—6x*+5x+12 c) P,(x) =-3x* —9x* +12x® -12x+12
b) P,(X) =6x* —3x> —24x* +12x d) P,(x) = x®> +5x* —-8x°> —48x*
c) P(x) =2x° +3x* =8x* =5x* +12x~4 e ) P,(X) = —2x° + 28x° — 24x* — 26x + 24

4 ) Se aplicod la Regla de Ruffini a un polinomié(x dg grado tres. Determinar el
valor dea y factorizar el polinomidV(x Yeniendo en cuenta sus raices.

2 -2 -20 -16

a 8 24 16
2 6 4 /

5 ) Usar la factorizacion de polinomios para resolasrsiguientes ecuaciones.

2X° +12x7 +2x
2

a) -6

b)12x* -3x=(5-x)° +10x[€1+%xj—26
c)5x[x-1) =6-2{4x*-1)

6 ) Calcular la longitud de cada uno de los ladosesatlui que estos estan expresados en

cm.
x> +10x -4

Area = 40 cri

7 ) Factorizar los siguientes polinomios aplicandodissintos casos estudiados.
a) P(x) = 2x°> - 20x* +50x°
b) P,(X) =16x°> —16x* —64x + 64
c) P(x) =x° +11x° -6x* —2x* -12x+8
d) P,(x) = 2x* —12x> + 24x* — 16X
e ) P,(x) = 6x° —384x°
f) P(X)=—-x*-4x*+3x* +10x -8
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