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TRANSFORMADA DE LAPLACE

Definicion

A toda funcion del tiempo gty definida para todo t>0, se le hace corresponder una funcion

F( de variable complga s que se llama Transformada de Laplace. Se indica de la
siguiente forma:

¥
Fo =L {g(t)} = CF gt
0

Al resolver laintegral vemos que el elemento que permanece como variable es s.

Como dijimos antes la variable s es complgja y de valor s+jw, donde w es la frecuencia
angular de valor 2.p.f.

Para nuestro andlisis usaremos una tabla de transformadas la cua nos evitara en todos los
casos usar la definicion de la misma para resolver y calcular.

Tabla de transfor madas de L aplace

f(t) F(9
f(t) = d(t) F(9 =1
f(t)=1 FO =
f(t) =t R =2
f(t) =t F(s) = Cnlﬂ
f(t)=e™ F(s) = i
Ft)y=t. e F(9) = (S+1a)2
F(t) = sen wt F(s) = ﬁ
F(t) = coswt F(s) = ﬁ
f(t) = sen wt . € F(s) = ﬁ
f(t) = coswt . e?! F(s) = ﬁ
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Propiedades de la Transfor mada de L aplace

a) Operador lineal: laT.L. esun operador lineal. Siendo ay b constantes, tenemos que:

¥ ¥ ¥
L{a'g(t) + b'f(t)} = g)e_a '[a'g(t) + b-f(t)]-dt = a_g‘)g(t) e % dt+ b.g‘)f(t) et

L{ agy + b.f(t)} = aL{ g(t)} + bL{ f(t)}

b) 1°propiedad detrandacion: se demuestra que
En efecto: L{e 1:(t>} Fs-a

Lf }= g f, dt = oo e, dt =ce © ',
0] = F o 0= o A= Ty

c) 2°propiedad detrangdacién:

Lie” f }

Sea una funcion g { 0= Fea

Se puede demostrar que L{gn} =€%. Fy
if(t-a)" t>a
% 0 "t<a

d) Propiedad dd cambio de escala:

Seafy unafuncion, tal que L{fy} = F, Se demostraré que:

1
L{f(a.t)} Oe f(at) dt = asso "
¢- a
eag
Tomemos dU
u=ath t=— b dt = —
Entonces d a
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Transformada de L aplace de la derivada de una funcion

Sea 'y una funcion seccionalmente continuaparaO £t £ Ny su T. L. EsL{fy} = Fg, s

demostrara que:
L{f v} =sFy—fo
¥
Por definicion |_{f (t)} 03 s f (t)_dt e integrando por partes se obtiene la
solucion.

0

Generalizando, paralaT. L. de derivadas de funciones de orden superior tenemos que:
n-2 g1 n-2 n-1
L{f(t)} S"Fg - S g - ST g st - T

Transformada de L aplace de la integral de una funcion

[ u F

Sea f(;) unafuncion tal que L{ fy} = Fg, se demostrard que Li Of (,)-du ?; = S)

t To
Seaentonces G, = f () du P G'yy=f, y G =0

0
Transformando en ambos miembros tenemos:

L{ G (t)} = S.L{ G(t)} - G(o) = S.L{ G(t)} = F(s)
Nt i F
Entonces L {f (t)} i of (,)-du v= )
I o S
Transformada de L aplace de una sefial periddica
Sea una sefial periddica de periodo p, tal que f+p) = (1), tenemos entonces que:
f(t) dt
L qf
{ (t )} 1 - e P
La demostracion no se realiza ya que involucra conceptos matematicos no vistos
Teoremadel valor inicial
Dada una funcién donde L{ f’ 1)} = s.F —Tf(g
Lfwi=Ry P Lim Ry =0
(t) L
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entonces tomando el limite cuando s ® ¥ y con la hipétesis de que f(y es continuaent = 0,
tendremos que

Lim L{f'o}= Lim [sFy -fo)]

S® ¥

0 =Lim [S- R ] ~Lim [f (t)]

Lim [S- F(s)] =Lim [f (t)]

Sirve para determinar €l valor de una funcion cuando t® O

Teorema del valor inicial

De lamisma forma que el anterior se demuestra que:
Lim [S.Fy]=Lim|f
50 |. (S)J " |.(t)J

Funcion nula

t
Si fy esunafunciondet /" t>0 Cf(t)-dt entonces f(; se llamafuncién nula
0

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Si consideramos laigualdad L{ f} = F entoncesllamaremos af(t) transformada inversa

de Laplacey se expresar&:
fl =L 1FRy)

Donde L°! seloconocecomo operador inverso de la transformada.
Como la transformada de una funcion nula es cero se deduce que para funciones distintas

tenemos distintas anti transformadas, o dicho de otra forma la transformada inversa de
Laplace de una funcion es Unica

Propiedades de la transfor mada inver sa de L aplace

Todas las propiedades vistas para la trasformada de Laplace se aplican en sentido inverso para
latransformada inversa de Laplace, por consiguiente todas son validas leyéndolas a revés.
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CLASIFICACION DE LOSSISTEMAS DE CONTROL

L ineales vs No lineales. la mayoria de los sistemas fisicos no son lineales en varios
sentidos. Pero pueden realizarse dentro de un rango estrecho de valores de las variables. Para
sistemas lineales, se aplica e principio de superpo9icion.

Invariante en el tiempo vs. Variable en € tiempo: invariante es aquel en el que los
parametros no varian temporamente. La respuesta de tal sistema es independiente del tiempo
en el que se aplicalaentrada. Un sistema variable es aguel en el cual los pardmetros varian
temporamente, su respuesta depende del tiempo en el que se aplica la entrada

Con una entrada y una salida vs. multiples entradasy salidas: un €. del primero esun
control de posicion, donde hay un comando de entrada(posicion deseada) y una salida
controlada(posicion de salida) y un jemplo del segundo es un proceso de dos entradas
(presion y temperatura) y dos salidas (presion y temperatura de salida).

Tiempo continuo vs. tiempo discreto: en tiempo continuo todas las variables son funcion de
t. En tiempo discreto se abarcan una o més variables que son conocidas solo en instantes
discretos de tiempo.

Par&metros concentrados vs. parametros distribuidos. de parametros concentrados pueden
escribirse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias y de parametros distribuidos mediante
ecuaciones diferenciales parciaes.

Deterministicos vs. estocasticos: es deterministico si la respuesta a la entrada es predecible y
repetible. Caso contrario es estocastico.

FUNCION TRANSFERENCIA

Dado un sistema como €l siguiente

€ St)
— >

Se denomina funcidon transferencia del sistema a la T.L. de la salida dividido la T.L. de la
entrada. Para nuestro caso:

m m-1
H = S(s) _ bO.S +b1.S +..... +bm-1' m

®Ey  a,s"+as"+..+a,,s+a

Se denomina ecuacién caracteristica de la funcion transferencia a su denominador igualado a
cero. El orden del sistema queda definido por el grado del denominador (potencia més ata de
S). Paranuestro caso € valor de n

La funcion transferencia es una propiedad del sistema, independiente de la magnitud y
naturaleza de la entrada. Incluye las unidades necesarias para relacionar la entrada con la
salida, no obstante no brinda ninguna informacion respecto a la entrada fisica del sistema. Si
no se conoce se puede establecer experimentalmente, introduciendo entradas conocidas y
estudiando la respuesta del sistema.
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DIAGRAMA DE BLOQUES

Es una representacion gréfica de las funciones analizadas por cada componente y del flujo de
las sefides. Tal diagrama indica las interacciones que existen entre los diversos componentes.
Todas las variables del sistema se enlazan entre si a través de blogques funcionales. El bloque
funcional o bloque, es un simbolo de la operacion matematica que €l blogue produce a la
salida, sobre la sefial que tiene ala entrada.

Sobre los bloques se colocan las funciones transferencias de los componentes; los bloques
estan conectados por flechas para indicar la direccién del flujo de sefiales. La sefid solo puede
pasar en la direccion de las flechas.

La figura muestra un elemento del diagrama de bloques. La flecha que apunta a bloque indica

Funcion de
» transferencia >
G

la entrada, y la que se algja indica la salida. Tales flechas se denominan sefiales. Un diagrama
de bloques contiene informacién respecto a comportamiento dindmico, pero no contiene
informacion respecto ala constitucion fisica del sistema.

PUNTO DE SUMA: seindica la operacion suma con un circulo y una cruz, donde el signo +
0 -, indicala operacion arealizar

PUNTO DE BIFURCACION: es un punto desde e cua la sefid de un bloque va
concurrentemente a otros bloques o puntos suma.

- Pto. de bifurcacion

>

>

Diagrama de blogues de un sistema de lazo cerrado

Denominamos un sistema a lazo cerrado a todo aquel donde existe comunicaciéon entre la
salida y la entrada. En la figuramos vemos que €l lazo se cierra con una realimentacion que se
envia desde la sadlida hacia € punto suma y tiene como funcion la de modificar la salida antes
de compararla con la entrada.
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Considerando que:

B
— (9
G(S)'H(S) - E
(s)
Obtenemos la FUNCION TRANSFERENCIA DIRECTA que es la relacion entre C) y Eg .
Esto es:
G — C(S)
Ol
E
(s)
De las igualdades antes planteadas podemos obtener la FUNCION TRANSFERENCIA A
LAZO CERRADOY estavale:
Ce _ Gy
+
R(S) 1 G(S) H (s)

Esta funcion relaciona la dindmica del sissema de lazo cerrado con la dindmica de los
elementos de la accion directa 'y de realimentacion.

Procedimiento par a tr azar 1os diagr amas en blogues

1) Se escriben las ecuaciones que describen e comportamiento dindmico de cada
componente.

2) Se toman las transformadas de Laplace de estas ecuaciones suponiendo condiciones
iniciales nulas y se representan individualmente en forma de bloque.

3) Seintegran los elementos en un diagrama de blogues completo.

Reduccion del diagrama de blogues

En la simplificacion se debe recordar:
1) El producto de las funciones transferencias en sentido directo debe quedar igual.
2) El producto de las funciones transferencias alrededor del lazo debe quedar igual.
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T
| [hagramas de blogue ariginales Dhagramas de blogue equivalendes
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Ingenieria de control moderna
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