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Aplicaciones de la derivada a la geometria

. ., 9
Hallar el area del triAngulo que forma la rect§1=EX+8 con las rectas tangente y

normal a la curvaf (x) = —2x* +6 en (1:4) .

Para poder calcular el area del triangulo se reguen primer lugar, determinar las
ecuaciones de las rectas tangente y normal debigde aos de sus lados estan contenidos en
las mencionadas rectas.

¢, Qué se quiere decir cuando se habla de que u@ae®tangente a una curva en un
punto? Para un circulo, se puede caracterizarcta tangente en un punt® como la recta
perpendicular a la recta radial que pasa Po( Figura 1.1 ). Sin embargo, para una curva
arbitraria el problema es mas dificil. Asi, ¢ corefirdr la recta tangente que se muestra en la
Figura 1.27?
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Esencialmente, el problema de hallar la recta t@egen un puntd® se reduce al de
hallar su pendiente. Y ésta puede aproximarse miediactas que pasen pBry por otro
punto Q de la curva ( Figura 1.3 ), a las 100+
gue se les llamand&ctas secantes

Se puede observar que a medida qu 50’ Q
Q se acerca & ( Figura 1.4 ), las rectas 601
secantes van tendiendo a la posicion de la
recta tangente enP, es decir, sus 30
pendientes tienden a la pendiente de la
recta tangente dn. 20 P
De esta manera, se puede definirala__
recta tangente a la grafica dgx e el 10 S i / g o
punto P como la posicion limite de sus 204
rectas secantes en los puntos P, Q, Figura 1.3

cuando Q se acerca a P por la izquierda
asi como por la derech@&videntemente, esta posicion limite de las restaantes puede no
existir. Esto ocurre, por ejemplo, cuando la pasidimite de las rectas secantes cuaQdse
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acerca & por la izquierda no coincide con la posicién lenftuandoQ se acerca & por

derecha.
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Figura 1.4

Para precisar el concepto desarrollado con aniggihr se considerara una funcién
f(x) definida en]a; b[, un punto P(x,; f (X, ))y otro puntoQ(x, +Ax; f (x, + Ax ))de la
grafica de dicha funcién, dondéx es un numero real no nulo. La pendiente de larect
secante que pasa por By Q estd dada por:

m. = f(X0+AX)_ f(xo)

S Ao (1)
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Luego, haciendo tendekx a 0, se obtendra qu@ se acerque B y de esta manera, la
recta secante tendera a la recta tangente. Agéndiente de la recta tangente en el pénto
sera:

— i f(X0+AX)_f(Xo)
m _l!(rpo AX

siempre que este limite exista y sea finito.

(@)

Recordando que la derivada de una funcion en utopynes:
f (Xo +Ax) - f (Xo)
AX

surge de inmediato la interpretacion geométricdadderivada de una funcién en un punto,
puesto que coincide con la pendiente de la recigetde a ese punto. Entonces, se puede
decir que:

o= fm

3)

\1%4

La derivada de una funciori (x) en x=X, es la pendiente d
la recta tangente a la grafica dé(x) en el punto(x,; f (X))

Para poder determinar la ecuacion de la recta mémgen el punto(x,; f(x, pe
procede de la siguiente manera. Se sabe que lei@cuke una recta es de la forma:

y =mx+h 4)
dondem es la pendientelyla ordenada al origen.

Segun lo visto anteriormente, la pendiente dedtarengente en el pun{x,; f(x, ))
esta dada por:

m, = £(X,) (5)
Para calcular la ordenada al origen, se tendrauenta ademas qug,; f (X, Bs un
punto que pertenece a la recta y por ende vesficacuacion:
f(X)=T(x)x +h
donde
h="f(x)— (X)X (6)
Sustituyendo (5) y (6) en (4) se obtiene la ecuadé larecta tangenteen el punto
(%03 F(%0))
y = f(%) + /(%) (X=X,) (7)

Ahora, si se toma la recta que pasa por el puntardgencia y que es perpendicular a la
recta tangente se obtienerkrta normal ( Figura 1.5 ). Para determinar la ecuacion de la
recta normal se debera recordar que dos rectagespandiculares cuando el producto de sus
pendientes es —1. En este caso particular:
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m 0m, =-1 (8)
Sustituyendo (5) en (8) y despejanaip se obtiene: .
1
m, =-——— 9) 104
(%)
=4
Para calcular la ordenada al origen , se tendrauenta
que (x,; (X, )) también es un punto que pertenece a la rec T =)
por ende verifica su ecuacion. Por lo tanto: 1]
h=f(%)+——x (10) 2.
(%)
Reemplazando (9) y (10) en (4) se obtiene la eénage  * < 7| /% ¢

la recta normal en el punie,; f(x, :)) _
Figura 1.5

1
(%)

y=Tf(x)- (X=%,) si f'(x,)Z0 (11)

En el caso que’(x,) = Ja recta tangente sera horizontal y la recta abuertical.

Volviendo al problema planteado al inicio, paracoldr el area del triAngulo se debera
determinar las ecuaciones de las rectas tangentamyal. Para ello, se debera calcular la

derivada de la funciorf (x) = -2x* + 6

___________________________________________________________________________ (12)

Evaluando (12) en la abscisa del punto (14) séembtla pendiente de la recta
tangente:

Teniendo en cuenta que (14) es un punto que eedea la recta tangente se puede
determinar el valor de la ordenada al origen:

(13)

Sabiendo que (14) es un punto que perteneceegti@ mormal, el valor de la ordenada
esta dado por:
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(14)

. . 9
Para calcular el area del triangulo que la chtaax+8 forma con las rectas (13) y

(14), se graficaran las mismas en un mismo sisten@ordenadas cartesianas.

Se puede observar que el tridngulo cuyos lados esté#enidos en las rectas graficadas
en el sistema de coordenadas es rectangulo. Pamandear su area basta con calcular la
integral:

Actividades

1 ) Dadas las leyes de funciones, hallar en los pudésbscisas que se indican las
ecuaciones de las rectas tangente y normal.

a) f(x)=20-x"+6k-3enx, =1
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b) f(x)=3x*+x'enx,=-1
. 1 . 3_,
2 ) ¢En qué puntos de la curva:§D< —§D< +Xx—2 la recta tangente , es paralela a la

bisectriz del primer cuadrante?
. : , e 3 2
3) Indicar si hay algun punto en el grafico éiéx) = -5x° —— en el cual la recta tangente
X
forme un angulo de 45° con el gje

4) La tangente a la grafich(x) =x®+ dn el punto (15) corta a la misma en otro punto.
Hallarlo.

5)Seaf(x) =3x®-5x*+ 17 ¢ En qué puntos la recta tangente tiene pendiénte

6 ) Encontrar los valores dey b si la tangente y =alk* +b[X en (L5) tiene pendiente
8.

7 ) Hallar el area del triangulo que forma la regta x con las rectas tangente y normal a
la curva f (x) = 2x* - 6x+ 2en (L;- 2).

Aplicaciones de la derivada a la Fisica

Movimiento rectilineo

Una aplicacion comun de las razones de cambio @@&mrra descripcion del movimiento
de un objeto que se mueve sobre una recta, loego@®ce commovimiento rectilineoPor
ejemplo, el objeto podria estar representado paroca que se deja caer hacia el suelo desde
una cierta altura, una bola de billar que se ms®Ee una mesa, o un automaovil que viaja
por una pista recta.

Por conveniencia, se introduce una recta coordeanldargo de la trayectoria del objeto.
Sea la direccidn positiva la direccion del movinddea imaginémonos que un reloj mide el
tiempo transcurrida, empezando coin= 0. Después deunidades de tiempo, el objeto estara
a una cierta distancgdel origen; por lo tante es una funcion de

s=f(t) (15) 3

Si se grafica ( 15 ) con el ejenorizontal y el ejes vertical, se
obtiene lacurva de posicion Figura 2.1 ). Usando esta curva
posible interpretar geométricamente Valocidad mediay la
velocidad instantanea Por ejemplo, supongamos que intere
conocer la velocidad media del objeto en el inferda tiempd, a
t;. En el tiempdy el objeto esta a cierta distansiadel origen y en
el tiempot; esta a cierta distancsa En el intervalo de tiempo dg

£=F(t)

Ve

Figura 2.1
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aty, la distancia recorrida es:

S
y el tiempo transcurrido es:
t, -1,
de modo que laelocidad medialurante el intervalo esta dada por: \ [
f 133
Velocidad media =22 (16) Figura 2.2
1~ ‘o

Sin embargo, los punto&,,s, Y (t,,s,) se localizan sobre la curva de la posicion, de

modo que la expresion ( 16 ) es también la penelidéatla recta secante que une estos puntos
( Figura 2.2). En otras palabras:

Para un objeto que se mueve sobre una recta, lacidlad media entre el tiempeg |
y el t estd representada geométricamente por la pendieletéa recta secante qu
une (t,,s,) Y (t,,s,) sobre la curva de la posicion.

1%

Si se eligd; proximo atp, entonces la velocidad media entre los tiemapat, se aproxima
mucho a la velocidad instantanea en el tiegppor otra parte, sy se aproxima cada vez
mas ato, todo indica que estas aproximaciones se aceredraalor exacto de la velocidad

instantanea et.

Por lo tanto, st; se mueve hact, el punto(t,,s,) se mueve hacié&,,s, 3obre al curva
de la posicion ( Figura 2.3 ), de modo que la pamdi de la recta secante enftgs, VY )
(t,,s,) se aproxima a la pendiente de la recta tangen(e, £5) . Es decir:

Para un objeto que se mueve sobre una recta, leosidad instantanea en e
tiempo § esta representada geométricamente por la pendigietéa recta tangents
en (t,,S,) sobre la curva de la posicion.

Aas
La pendiente de la

tangente = velocida
instantdpea en tg

La pendiente de la
.. secante =velocidad
% promedio entre fgy £y

to «— H
Figura 2.3
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Velocidad instantanea

Si s(t) es la funcidén de posicién de un objeto que se m@ebre una recta coordenada,
entonces laelocidad instantane&n el instanté esta definida por:

. ds
v(t)=s(t) =— 17
(t)=s(t) v 17)
y larapidez instantanean el instanté esta definida por:

Rapidez en el instante t p(t)| =

/- oo

Si v(t)>0 en un instante dadd, entonces la coordenada del objeto se esta
incrementando en ese instante, o que significaeljobjeto esta moviéndose en la direccién
positiva de la recta; de manera similar, i) < , dhtoncess esta disminuyendo en el
instantet y el objeto estd moviéndose en la direccion negatia rapidez de un objeto es
siempre no negativa, indica qué tan rapido serestdendo el objeto, pero no proporciona
informacion alguna sobre la direccion del movimient

Aceleracion instantanea

Si v(t) es la velocidad en el instantede una particula que se mueve sobre una recta
coordenada, entonces aceleracion instantane&n el instanté esta definida por:

a(t) =V (t) = %’ (19)

Puesto que/(t) =s(t) = g—ts la formula de esta definicién también puedeibsse:

. d’s
at)=s't) =— 20
(t)=s"0) e (20)
Las férmulas:

ds
t) =— 21
v(t) i (21)

dv
a(t) =— 22
(t) m (22)

pueden escribirse en las formas alternativas:

s(t) = j v(t) Colt (23)
v(t) = j a(t) [t (24)
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De este modo, si se cuenta con informacién sufieipara determinar las constantes de
integracion, es posible determinar la velocidadwimpde la aceleracion, y la posicion a partir
de la velocidad.

Nota: La rapidez de un objeto se incrementa cuandolsgidad y su aceleracion tienen el
mismo signo y que la rapidez disminuye cuando tiesignos opuestos. De este modo, un
objeto que se mueve en la direccion positiw@)(> ) “Be acelera” cuando su aceleracion es

positiva y “se frena” cuando su aceleracion es tnegyanientras que un objeto que se mueve
en la direccion negativav(t) < 0 “se acelera” cuando su aceleracion es negatiisey

frena” cuando su aceleracion es positiva.

Actividades

1) Si en la luna se dispara una flecha hacia arobauoa velocidad de 58 m / s, su altura
( en metros ) después tisegundos esta dada pét{t) =581 — 083[1°.

a ) Encontrar la velocidad de la flecha después de 1 s

b ) Determinar la velocidad media de la flecha emtgrvalo [ 2 ; 5 ].
¢ ) ¢ Cuando chocara la flecha contra la Luna?

d) ¢ Con qué velocidad chocaréa contra la Luna?

2 ) Una particula se mueve segin una ley del movimidit) =t* —12° + 360, t = 0,
dondet se mide en segundossgn metros.

a ) Encontrar la velocidad en el instante

b )¢ Cual es la velocidad después d2 3

¢ ) ¢ Cuando esté la particula en reposo?

d ) ¢ Cuando se mueve hacia adelante?

e) Encontrar la distancia recorrida durante los proads.
f) Encontrar la aceleracion en el instanyedespués de 8

g ) Trazar las graficas de las funciones de posiciéigcidad y aceleracién para
0<t<8

h) ¢ Cuando se acelera y desacelera la particula?

3) En un planeta lejano se lanza hacia arriba urdrp@esde una altura de 27 metros con
una velocidad inicial de 18 m/s. La altura en netda que se encuentra la piedra desde el
suelo después desegundos de haber sido lanzada, esta dada por:

h(t) = -9@° +180 + 27
a ) ¢, Cuél es la altura maxima que alcanza la piedra?
b ) ¢ Para qué valores ta piedra asciende y para cuales desciende?
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c ) ¢ Cuanto tiempo demora la piedra en llegar al 8uelo

d ) ¢Cudl es la velocidad de la piedra cuando estéb 38, arriba del piso en su
camino hacia abajo?

e) ¢, Cudl es la aceleracion de la piedra?

4 ) Se arroja una piedra desde la terraza de un edifsei altura en metros sobre el suelo, t
segundos después de haber sido lanzada, estaatdddymcion:

H(t) =405- 45t -3t°
a ) Calcular la velocidad media entre el primer yeesegundo.
b ) ¢ Cual es la altura maxima que alcanza la piedra?
c ) ¢ Cual es la velocidad de la piedra cuando es& 17 .arriba del suelo?
d) ¢ Cuél es la aceleracion de la piedra?
e) ¢, Cuando se acelera y desacelera la piedra?
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