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Integral definida

¢, Cémo encontramos el area de la regién limitaddgsoejes coordenados positivos si
conocemos la ley de la funcion que la limita?

4

Figura 1

Una posible forma para determinar el area pedida es

1)

El desafio es encontrar el area bajo la graficd 3¢ =v9-x* en el interval({ 0;3] .

Si bien en la actualidad resulta muy simple resadste tipo de problema por medio del
calculo, una larga lista de personas tuvieron takeajar, e incluso esperar veinte siglos, para
tener la madurez social, cientifica y matematica quermitiria dar respuesta a estos
problemas.

Detras de cualquier descubrimiento o nueva teexiate, indudablemente, la evolucion
de ideas que hacen posible su nacimiento. Es nesegante prestar atencion en el bagaje de
conocimientos que se acumula, desarrolla y evahacetravés de los afios para dar lugar, en
algun momento en particular y a través de algumsopa en especial, al nacimiento de una
nueva idea, de una nueva teoria, que seguramenta geconvertir en un descubrimiento
importante para el estado actual de la cienci@lylgtanto merece el reconocimiento.

El problema del calculo de areas planas se renwida tiempos de los griegos. Asi,
por ejemplo, Arquimedes consideraba que el aremaaegion del plano podia calcularse por
medio de regiones poligonales inscritas o circutasca la misma, tales que al aumentar el
namero de lados, el area de estos poligonos tiendg@roximarse al area pedida. Es
importante resaltar que éste método, denominadodoétxhaustivo, exige el conocimiento
previo del resultado, y que por lo tanto sélo soemo método de demostracion.

En el siglo XVII, los matematicos perdieron el noeal infinito que los griegos habian
tenido. Asi, Cavalieri fue uno de los primeros esarlo. Este consideraba un area como
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constituida por un namero indefinido de segmentralplos y equidistantes. Al sumar los
segmentos y multiplicar por su grosor se obtengineaaproximacion del area que se deseaba
calcular.

Las desventajas de este método de indivisiblespdanpoca generalidad, debilidad
l6gica, excesivos razonamientos y procedimientosnggricos, fueron rapidamente superados
por otros matematicos de la época, entre ellogaPas

A Pascal se le debe un reforzamiento del métodmsiéndivisibles de Cavalieri. En
efecto, Pascal sustituyé los indivisibles por negtdos cuyas bases eran cada vez mas
pequefas a medida que aumentaba la cantidad dedo®s.

Si tenemos en cuenta la forma de trabajo usad®g@sral, una aproximacion del area

bajo la grafica def(x) =v9-x*> en el intervalo[0;3], se puede encontrar usando dos
rectangulos como se muestra en la Figura 2. Laaattel primer rectangulo es____ y la

2 4

Figura 2

Como observamos en la grafica, esta aproximaciomagr que el area real. Para
lograr una mejor aproximacion podemos dividir ééimalo [ 0;3] en tres partes iguales, cada
uno de una unidad de ancho.

De esta manera, el area total de los rectangulos es
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Figura 3
Podemos observar que esta aproximacion es muchpret@sa que la anterior pero aun
es mayor que el area real buscada. Para mejoagrdaimacion podemos dividir el intervalo

en seis partes con anchos iguales, es decir coasidemo medida de la base de cada
rectangulo 0,5 unidades. Asi, se obtiene:

Figura 4

¢,Como podemos buscar otra forma mas sencilla pme@lver este problema sin
necesidad de efectuar tantos calculos?

Para ello, analizaremos por medio de una animagpiéres lo que sucede a medida que
el nimeran de rectangulos es cada vez mas grande.

¢, Qué conclusion puedes extraer? Comparar el viateniolo con el calculado en (1).
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¢, Qué sucede si en lugar de elegir como altura dgem del extremo inferior de cada
uno de los subintervalos se utiliza la del extreonerior?

El area A de una regidn S que se encuentra debaja drafica de la funcion continua
f es el limite de la suma de las areas de los regifps de aproximacion:

A= Lig;[f (X,) AX + f (%) DX +...+ (X, ) DX = Lig;zn; f(x_ )X (2
A= Li[r;lo[f (%) X+ f(x,) DX +...+ f(x,) x| = Ligli f (x,) [AX (3)

dondeAx denota la medida de la base de cada uno de @sgeros.

Teniendo en cuenta lo expresado, surge la necedaddr un nombre y una notacién a
este tipo de limites.

Sif es una funcion continua sobre el interv%b], entonces lantegral definidadef

b
deaab, que se indicz{ f (x) [dx, es el nUmero:

b n _
jf(X) [Eix=lim Y f(x_,) (Ax con ax=P"2 (4)
a n-93 n

si se toma como altura de los rectangulos la imagémextremo inferior de cada uno de los
subintervalos. En cambio, si se toma como alturdosleectangulos la imagen del extremo
superior de cada uno de los subintervalostigral definidaes:

b n —
[ 09 x=lim > (x) B conax =22 (5)
a neeia n

El matematico Leibniz fue el que cred el simb{)lb(x) [dx. La I es unaS alargada
de summa (palabra latina para suma). La notaciola dietegral definida ayuda a tener en

b
cuenta el significado de la misma. El simb{)lb(x) [dx hace referencia al hecho de que una

integral es un limite de una suma de términos ddotena “f(X) por una porcion
infinitesimalmente pequefa dé
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Hasta ahora hemos dividido el intervq{la;b] en subintervalos de la misma longitud,
pero en realidad ésto no es necesario. Riemannaiiedetodo el estudio que hemos hecho
hasta ahora para subintervalos de distinto tamfademas, nos hemos referido hasta ahora a
funciones continuas y no negativas (puesto quéda&stas hablando de area bajo una curva)
En este aspecto también Riemann generalizo sususmmes y la Unica condicidon que puso
es que la funcionf (x )estuviese definida eﬁa;b]. Es decir, la definicién de la integral
definida es valida aun cuandb(x tdme valores negativos (es decir cuando la gr&feca
encuentre debajo del eje de abscisas). Sin embargeste caso, el nUmero resultante no
representarda el area entre la grafica y ekeje

Por sus importantes aportes, la sumatoria que @pae la definicion de integral
definida recibe el nombre de suma de Riemann ewrhanmatematico aleman Bernahrd
Riemann.

Actividades

1) Resolver las siguientes integrales definidas:

2x®+3x* -3

Q) [ X b) I\/— N

) j:xuln(x) Ceix = d) j(3x+1) & [dix =
13 X+3 (&+3)2

o [ 3= ) [

g) LGLzldxz
(X? +4x)?

2) Graficar y calcular el area determinada por loone dex dados y el eje de las
abscisas.

a) f(x)=In(2x) sil<x<4

b) f(x)=(x+1D*si-4<x<2

c) f(xX)=cos) sin<sx<2n

d) f(x)=-2[&> sil<x<3

e) f(X)=x>+2x>-5x-6si-4<x<2

3) Graficar y calcular el area de la regién del pldimitada por las curvas cuyas
ecuaciones se indican a continuacion.

a) f(X)=x*-x-2vy g(x)=-5x*+5x+10
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b) f(x)=vx, g(X)=-x+6yh(x)=1

c) f(X)=x*+2,g(xX)=x+8y h(x):—gx+9

4) Calcular el area encerrada por las curyasy/x+3 ,y=x-3ey= —%x—%

Fl

Para reflexionar...

El progreso de las ideas no se da en el tiempavadrde una trayectoria perfectamente
delineada y preconcebida; existen muchos elemepi@®n la construccion son desechados,
reformulados o agregados. Las concepciones filca®fsobre la realidad, el papel de la
ciencia, y en especial las concepciones sobre #aacteristicas que debe reunir el
conocimiento matematico para ser considerado camoaimiento cientifico, determinaron
los enfoques realizados en cada época. El impagto tqvieron los personajes y las
contribuciones consignadas en la historia dificilteepuede ser comprendida cabalmente si
estas consideraciones no se toman en cuenta.
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