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Prof. Lorena Laugero

Integral indefinida

Integracion por partes

En esta seccidon se desarrolla una técnica quedseuéilidad en la evaluacion de una
amplia variedad de integrales que no se ajustarnguma de las férmulas béasicas de
integracion.

Sifygson funciones derivables, entonces por la regliedgacion de productos:
Lr00m00l= I+ 900 T
Al integrar ambos miembros se obtiene:
J 700 T @x= [ 1000 tx+ [ 909 CF (9 e
o bien:
F0) ) +C = [ £(x) T (x) eix+ [ g(x) OF (x) Ceix
es decir:

[ 109009 fex= £ () ) = [ g() OF (x) eix+C

Puesto que la integral de la derecha producira aciirstante de integracion, no hay
necesidad de conservar la C de esta ultima ecygmdto tanto se obtiene:

[ £09 0 (0 Tex= () [90O) = [ g0 OF () Caix (1)

a la que se llama la formula de integracion potegsarAl usar esta formula en ocasiones se
reduce un problema de integracion complicado emué® sencillo.

En la practica es comun volver a escribir ( 1 )draabo:
u=~1(x) du= f"(x) [dx
v =g(Xx) dv = g'(x) [dx

Esto da por resultado la siguiente formula:

Iumvzu@—jvmu
H . 2X
Ejemplo: Ié[e dx
dv

u=x = du=dx

dv= e dx= Idvzv:J‘ezxdlee2X
2
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Ierzxdx: xDl—e2X —Ilezxdx = x[—lle2X —le2X +C
2 2 2 4

Resolver las siguientes integrales aplicando lanfiula de integracidon por partes

1) jx[ﬂn(x)mx: 2) szcexmx:
3) [x[Tos() [tx= In(x) _, _
) [ xeos) tex H "0 e
5) jex Ber(x) [Ex = 6) sz [ [Bix =
7) J'arctg(x)mx: 8) J'(6x—5)E‘ser(—x+3) [elx =
9) |(2x+4) > ix= X _
I 10) J‘serf(x) o
11) j (4x2 + 3x) [tos(X) [tix = 12) j In?(x) Ceix =
13) [ x sen@x +1) [ilx = 14) [In(+x) [eix =
15) j x [Bed(x) [bix = 16) j X [{~4x + 2) &% [tx =

17) j 6x [n? (3x) [Bx =

Integracion de funciones racionales

Se trata de resolver integrales de la for gEX; [dx en dondeP(x) y Q(x) son
X

polinomios.
Pueden presentar tres casos:

1) El grado del polinomio del numerador es mayor dugado del polinomio del
denominador.

2) El grado del polinomio del numerador es igual qugrado del polinomio del
denominador.

3) El grado del polinomio del numerador es menor dugaglo del polinomio del
denominador.
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Los tres casos se reducer8pya que si recordamos las propiedades del cociente:

P(x) [ Q(X)

R(x) C(x)
P(X

= P(X) = Q(X) . C(X) + R(X)= TX)) - C(x) +%

j@quc:(x) mx+j@mx
Q(x) Q(x)

donde la integral de C(x) es inmediata y R(x) epaimomio de menor grado que Q(X) y por
lo tanto estamos en el tercer caso.

Ejemplo:

IXS_SXZ +6X+2
x—-1

3 2
A rix=X -4 +2x+4mnx-1+C
x-1 3 2

Etljx:J'(x2 - 4x+2) [tlx+

Resolver las siguientes integrales indefinidas

x® +3x°> -3x®-7x*> +5x-5

18 [dx =
)I X+3 X
8 _nyb _nu4 3 2
19) IX 2x° = 3X ;x +5x +X+8E¢Hx=
X“+1

Para resolver el°3caso debemos factorizar el denominador y puedeiocu

a) Que el denominador tenga raices reales simples:

P(X) _ P(x) __A _ B _ Allx—x,) +BLx—X)
QM) (x=x)UX=%;) (X=X) (X=X;) (X =) lX=X,)

Si igualamos P(x) = A{x-Xx,)+B{x-x,), se calcula A y B comparando
coeficientes o dandole valores ala

Al final tendremos:

ImmX:I_A mx+j B [eix = ACLnx x|+ BLnx—x,|+C
Q(x) (X=%,) (X=X,)

. ¢ =X +TX+9
Ejemplo: IXS T o —x—2 [dx =
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-X*+7x+9 _  —-xX*+7x+9 _ A ., B . C
x24+2x%—=x-2 (X+D(x-D(x+2) x+1 x-1 x+2

CAX-D(x+2)+B(x+D(x+2) +C(x+D(x-D
- (X+D(x-D(x+2)

Por lo tanto:
-X*+7X+9=AX-1)(x+2) + B(X+1)(x+2)+C(x+D(x-1)

Para hallaA, hacemosx — -1 y obtenemos:
-1-7+9=A(-1-)(-1+2) + B(-1+1)(-1+2) + C(-1+1(-1-2
1= Al(-2)

1o,
2

Para hallaB hacemosx - ¥ obtenemos:
-1+7+9=A0-)(1+2)+BA+1)(1+2)+CAL+1)A-1)
15=6[B
5

_=B
2

Para hallaC hacemosx —» — 2/ obtenemos:
-4-14+9=A(-2-1)(-2+2) +B(-2+)(-2+2) +C(-2+D(-2-1)
-9=3IC
-3=C

1 5

-xX2+7x+9 X:I_me"'j 2 {ﬂX+I -3 dx =
X3 +2x% —x-2 X+1 X+2

Con lo que quedaf

—%Ln|x+]j+g[l_n|x—]j—3ELn|x+2|+C

Resolver las siguientes integrales indefinidas

)I 2x% + x+1
x3 +2x? —15x
2x? -3x+6
21 X =
) ~[3x3+15x2+6x—24
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-x®+6x+1
22 =
) J‘2x“+8x3—14x2—44x+48
x? +3
23 Cdx =
) I—x5—3x4+11x3+3x2 -10x

b) Que el denominador tenga raices reales multiples:
P() _ P() A , B, C , D
QM) (x=x)Ix=%,)°  (Xx=x%) (X=%) (x=%,)° (x=x)°

_ AﬂX—XZ)S + qu_xl)(x_xz)z +C X=X )(X=X,) + DX~ X)
- (x—x%,) [{x—X,)*

Por lo tanto:

P(x) = Al(X=X,)° + BIx= %) [{x = X,)* + CL{x = %) [{x— X,) + D[{x~ X,)
Calculamos los coeficientes A, B, C y D y luegmiesmos la integral:

PO) [ A B C D _
Fato =Tty B [y O Tty @ T oy

(x- Xz)_2+l +D (X- )(2)_3+1
~2+1 ~3+1
1 D 1

(X=X,) qu_xz)z

= ALn|x— x|+ BOLNx=x,|+C

= AlLnx- x|+ BLnx-x,|-C

3x+12

Ejemplo: [dx =
femplo: [ oyt r 1y
x+12 _ A, B, C _A0x+)*+Blx-2)fx+1)+C{x-2)
(x=2)(x+D? x-2 x+1 (x+1) (x-2) Qx+1)?
Por lo tanto:

3x+12= Alx+1)?+B{x-2){x+1)+C{x-2)
Para hallaA, hacemosx - 2Esto elimina los términos @hy C, obteniéndose:
18=9A+0+0
2=A
Para calcula€, hacemosx —» -1Esto elimina los términos éxy B, dandonos:
9=0+0-3C
-3=C
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Para hallar el valor dB tomamos cualquier otro valor adgunto con los valores que ya
disponemos parAay C. Luego,x= 1 A=2y C=-3:

15=2(2*+B (-2)+3
-2=B
De esta manera:

3x+12 -3
J‘m —I—mX"'I—EjX"'

[dx =
X+1 (x+12)? X

(e o

=20nx-2-20nx+1-3 +C=20nx-2-20nx+1+3

(x+1)

Resolver las siguientes integrales indefinidas

24) ISX +20X+6mx:
X3 +2x% + x
3x* +6x-8
25 fex =
)IZX4 X3 —4x% +24x -16
X2+ X2 -2x+6

26)I [tlx =
3 _2x% +12x+9
X+3
27 Cdx =
) I—xﬁ +4x° +4x* = 22x% —3x% +18x
x> +x-1

28
) J‘x“ +2x° =11x? -12x + 36

c) Que el denominador tenga raices complejas sencillas

Si al intentar resolver una ecuacion de 2° gradengmos raices complejas procedemos
de la forma que se muestra a continuacion.

El denominador complejo debemos expresarlo deradqx-a)? +b y resolver la
integral de la siguiente forma:

J-P(X) [Hix = J- Ax+B
Q(x) (x-a)® +b

Ejemplo: jx+—2;)’H1 Cdx =

x> +2x+4 no tiene raices reales, por lo tanto para llevarla forma canonica debemos
completar el trinomio.
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X2 +2X+4=(X*+2x+1) -1+4=(x+1)*+3

J‘Ls Ldx = jﬂ [dx en este caso se ve directamenteAjeel yB = 3.

x> +2x+4 (x+1)*+3
ILfmxzj+mx+j— ——I 2x+2-2 +J‘L2Bjx
(x+D)°+3 (x+D)°+3 (x+1)*+3 27 (x+1)? +3 (x+D)“+3
ZEIZX_’;Z f 4%@:
2° (x+D)°+3 (x+1) +3 (x+D)°+3
__J' 2X+2 +j —]; ij+j __J' 2X+2 +J' 22 CEix
27 (x+1)*+3 (x+D°+3 (x+1) +3 27 (x+1)*+3 (x+DH°+3

——El_n‘(x+1) +E4 I(x+1) +3mx

Esta Gltima integral se resuelve de la siguienteara

2 2 1
2 (3 e[ 3 m=2aAd Y3 axe
I(X+1)2+3ij I(x+1)2+3mx J. X+1 2+1mx 3E/§EJ. X+1 2+1mx
S &
:%Q/ﬁ@rctg(%}

1 2 X+1
Luego la solucién final es [Ln/(x +1)% + +—E{/§mrct — |+C
g g Ln(x+D)? +3+ 2 g( \@j
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