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INTRODUCCION

Si no se tiene una nocién previa, puede ser complicado comprender e concepto de
"representacion en frecuencia de una sefidl”. Basicamente la Transformada de Fourier se
encarga de transformar una sefial del dominio del tiempo, a dominio de la frecuencia, de
donde se puede realizar su antitransformada y volver al dominio temporal.

Un giemplo de representacion en frecuencia, puede ser el ecuaizador de un equipo de masica.
Las barritas que suben y bajan, indican las diferentes componentes frecuenciales de la sefial
sonora que estas escuchando. Esto, 1o hace ni més ni menos que un integrado que redliza
precisamente la transformada de Fourier de la forma maés répida posible (FFT, o Fast Fourier
Transform).

El trabajo con la sefid en frecuencia, no solo sirve como informacion, sino que se puede
modificar, de forma que es ampliamente utilizada en filtros, procesado de la imagen y €
sonido, comunicaciones (modulaciones, lineas de transmision, etc.) y otro tipo de aplicaciones
més curiosas. estadistica, deteccion de fluctuaciones en los precios, andlisis sismogréfico, etc.
Tomemos una sefia bipolar cuadrada periddica.

FaNa)
v

Como vemos en el grafico la podemos aproximar mediante sumas de senos y cosenos de
distintas frecuencias, todas multiplo de la fundamental. Para poder redizarlo necesito la
herramienta matematica que veremos a continuacion.
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SERIES DE FOURIER

Sea f(t) una funcién periédica de periodo T, llamaremos SERIE DE FOURIER asociada a f(t)
a UNA serie trigonometrica. La serie puede desarrollarse para igudar cuaquier funcion deseada
durante cualquier duracién finita de tiempo mientras la componente fundamenta de la serie pasa
por un ciclo completo. Si llamamos t; a principio y t, a find dd periodo T de la componente
fundamenta serat, - t; =T y conélo:

Wh =2p; T=2p/w 6 w=2p/T
El méodo de encontrar los coeficientes, llamado andlisis de Fourier, se basa en que las funciones
SEN0 y coseno congtituyen un sstema ortogonal, esto es @ promedio de sus productos en cruz es

cero.
Y con esto resulta:

SFEf(t) = a—2° + 8 (a..cos(mwt) + b sen(mwt))

n=1

con w=—"- y nlzZz

Se define entonces:
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Casos particulares

Podemos demostrar que hay condiciones de smetria que permiten establecer la existencia 0 no
de determinados términos en la serie, 1o que nos ahorratrabajo en e cculo.
Funcion impar: f(x) = -f(-x) sdlo tienen términos en senos.

@0 T/ 2 T/ 2
= == t) cos kot dt = t) cos kot dt + t) cos kogt dt—
“ STQ dT/(Z ) @ gﬂgdw(z ) @ q( ) @

subgtituyamos lavariable t por -t', 0 seat’ = -t, y hagamos uso del hecho que f(t) = -f(-t) = -f(t):

a

FB?O?E‘ \0 T/2
-t') cos (-ko,t') dt' + t) cos kogt dt—:
nge (_jw(2 ) (-kKagt") Q‘( ) ® -
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B d_o%\ T/ 2

= k4 cos (ko t') dt' + t) cos kogt dt—:O
Eragq (1) cos (kowy '+ (0 ;
y también:
\T/Z
b, _8_ q‘(t)sen kot dt
es decir dos veceslaintegra de lamitad ddl intervao.
Funcion par: f(x) = f(-x) sblo tienen términos en cosenos y la constante.
do \T/Z
b, = == t) sen kwit dt =
<= §rg 9L sen ke
dO T/ 2
= t) sen kwt dt + t) sen kwgt dt—
G0 qo .
subgtituyamos lavariable t por -t', 0 seat’ = -t, y hagamos uso del hecho que f(t) = f(-t) = f(t):
FB? \ T/ 2
b, = t') sen (-kwyt') dt' + t) sen kwgt dt—:
“Er T QUL sen Gl di v G0 sen ke ai
O & \ T/ 2
k4 t sen (kwgt') dt' + t) sen kwgt dt—: 0
gg Q‘( ) (kwot" ) Q‘() b .
y también:

T/ 2

8_ Q‘(t) cos kw,t dt
esdecir dos veceslaintegra de lamitad ddl intervao.

Simetria de media onda: en cuaquier funcion periddica es f(t) = f(t + T) y decimos que hay
smetria de media onda cuando esf(t) = -f(t - %2T).

B0 Ny 20 B
= =+ k = k4 k +
K ng dT(/tZ cos kw,t dt ﬁg go’T(/t)2 cos kw,t dt

T/ 2

Q‘(t) cos kw;t dt— gg

Hacemost' =t + %4T, entonces:
T/ 2

|, = Q‘(t'- % T) cos kwft'- % T) dt =

T/ 2

= Q— f(t') (cos kwgt' cos kw, s T + sen kwt' sen kw, s T) dt’

wT = 2p luego: sen kwYd = sen kp = 0

T/ 2

|, = - cos kp Q‘(t') cos kwit' dt' =
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T/ 2

I, = - cos kp C‘j(t + % T) cos kwft + B T) dt =

T/ 2 T/ 2
= - cos kp Q— f(t) (- cos kwgt) dt = - cos kp (‘?‘(t) cos kwit dt
Podemos poner ahora que:

T/ 2

_ 20, \
a, = STB(l cos kp)q‘(t) cos kw,t dt

Sabiendo que:
1 - cos kp =0 paak=pa
1 - cos kp =2 para k = impar
resulta que:
ax =0 para k = par
a’.40 \T/Z )
a, = ¢c==+ t) cos kw,t dt ara k = inpar
=& QO : p np
Haciendo un estudio similar resultara también que:
by =0 para k = par
alq_o \T/Z )
b, = ¢== t) sen kw,t dt ara k = inpar
7 &2 g : p np

El hecho de ser par 0 impar nada tiene que ver con las armdnicas pares o impares. Ademés puede
hacerse una funcién par o impar mediante un cambio de ges.

Vimos entonces que s una onda tiene alguna Smetria podemos ahorrar trabgo integrando a
través de una parte dd ciclo y luego extenderlo d resto. Por gemplo, s una funcién es par, o
impar, o tiene Smetria de media onda, ciertos coeficientes son cero y @ céculo de los restantes
puede hacerse integrando de 0 a p y multiplicando € resultado por dos. Més aln, s la onda tiene
smetria de media onda y ademés es par 0 impar, es suficiente integrar de 0 a 2p y luego
multiplicar por cuatro.

Ejemplos
Onda cuadrada.
f(x)
+1 - e — -
0 Y 2p X
1 | ) S
f(x) = +1 pa1ra 0O<x<p

f(x) -1 parap<x<2p
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Dada la definicién anditica de la funcion, vemos que requeriremos de dos integraes para
evaluarlaen todo € periodo, por gemplo:

b, = (%) (j;aed)ﬂ) sen 3x dx + (‘:5?1) sen 3x dx
e

1-O

by = (%) gaedjsen 3x dx - (‘5psen 3x dx E:

b, = (1/p) ((-1/3) cos 3x 12 + [1/ 3 cos 3x] f)p) =
= (Up) {[(1+1)/3] + [(1+1)/3]} = 4/3p = bs

Generalizando:
- (1/) &+ dx + ‘2?1 dx 2
a, (/p) gq ) cos nx dx q ) cos nx dx
a, = @/ np) ([sennx ]? - [sen nx] %) =0

Para a resulta ser indeterminada (0/0), por lo que hacemos:
L/ p) &Y Nix @ = (Up)(p-0-2p+p) =0
a, = X - X == p)(p - - Zp tp) =
o SRR g,
por otra parte:

&) NP o)
b, = (1/ p) gq+1) sen nx dx + q-l) sen nx dx =
e )

(=2
I

o =@rnp) (- [cosnx]?+[cos nx]®)=

(/np)(1 - 2 cos np + cos n2p) = b,

que depende s nespar o impar.
Paran par:

bh = (/np)(1 - 2 +1) =0
Paran impar:
b = (/np)(1 + 2 + 1) = 4/np

Es decir que sdlo tiene componentes impares del seno.

f(x) = (4/p) sen x + (4/3p) sen 3x + (4/5p) sen 5x + ...

f(x) = (4/p)[sen x + (1/3) sen 3x + ... + (1/n) sen nx]
con nimpar.
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f(x) =xip (-p < x < +p)

Esta forma de expresarla es més conveniente que hacerlo de 0 a 2p pues requeriria de
dos ecuaciones no muy facilmente integrables. En generd podriamos tomar € periodo de ¢ a
c+2p, peroloharemosde -p a +p:

p p
a, = (1/ p) (‘)(x/ p cos nx dx = (1/ pz) (‘y cos nx dx =
p - p

= {1/ p?) {1/ n® cos nx +(x/ n) sen nx| =
p

= (1/ pz)[ll n® (cosnp - cos(-np) +(1/ n(p sennp - psen np)] =0

p p
b, = 1/ p) (‘jx/p) sen nx dx :(1/p2)(‘)xsen nx dx =
J, “p

= {1/ p?) {1/ n® sen nx +(x/ n) cos nx| =
p

=(2/ pn*)( sennp - np cos np =(2/ np (- cos np

de donde paran par: b, = -2/ np

y paranimpar: b, = +2/ np
luego parala onda diente de sierra tendremos.

f(x) = (2/p)[sen x - (1/2)sen 2x + (1/3)sen 3x - (1/4)sen 4x +

Ondarectificada.

Tanto la onda cuadrada como la diente de sierra tienen importante uso practico, otra forma usua
s encuentra a la sdida de los rectificadores, donde interesa la componente constante (de
continua) y todas las armdnicas son indesesbles.
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Partimos de la corriente de sdida de un rectificador de media onda y carga ressiva
Locdlizamos d ge de forma de obtener una funcion par.
En este caso la serie sera de laforma

f(t) = 1/ao + a;cos wt + axcos 2wt + ascos 3wt + ...

M\

-p/2 +p/2 +3p/2 +5p/2

Los coeficientes los halamos por integracion entre los limites -p/2 y +p/2, ya que en €
resto del periodo la sefid esnulg, y en eeintervalo lafunciones. cos wt .
Luego:

p/ 2

a, = (1/ p) (‘jcgs X) (cos nx) dx
- p

s nesdiginto de 1:
a, = L/ p)[2/(n- 1))sen[(n- 1)x] +(2/(n + 1)) sen[(n + )x]P 7, =

n

a, = @1/ p)[1/(n-1))sen[(n- 1p/2] +(1/(n + 1)) sen[(n + 1)p/ 2]]

n

substituyendo los valores de n tendremos.

=2/p a; = 1/2 a; = 2/ 3p az = 0
as =-2/15p as = 0 as = 2/ 35p az =0
conlo que:
f(t) =(Yp[ 1+ (p/2) cosw + (2/3) cos 2wt - (2/15) cos 4w
+ (2/35) cos 6wt - ... ]

la Unica armdnicaimpar presente es la primera o fundamental.

Espectr os en fr ecuencia.

Puede escribirse una serie de Fourier mediante términos que slo contengan Senos O COSeNos,
independientemente de que sea 0 no par o impar, utilizando la relacion trigonométrica :
acos Xx +bsenx =(a?+ b?)%cos [x - tgl(bla)]
entonces la serie tendralaforma:
f(t) =¥ap + c1 cos (W-q1) + Ccp cos (2wt-qQ) + ... +

+ Ch COS (NMWt-Qn) + ...
donde:
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Ch = (an2 + bnz) "y Oh = tg *(bn/ an)

de otraforma
¥
() = 2 + g c,lcosfmt - q,]
n=1
smilarmente podemos hacer:
a, 4

fh =+a c [sen(nvt - F )

n=1

ch = (an® + bp?) My fo = tg(an by
O, ¥ fn estén en grados de la amonica enésima, se miden en la misma escada horizontd que
nw.
La grdficacion de este desarrollo en serie no seria muy clara S o hiciéramos en funcién del
tiempo, pero podemos hacerlo en funcion de la frecuencia lo que da lugar a representaciones
denominadas Espectros en Frecuencia.
Como debemos indicar dos datos para cada componente: amplitud y fase, obtenemos los
espectrosde Amplitud y de Fase.

¥

a 3

f(t) = == + q c [sen(wt - F )

2 n n
Amplitud n=1

Ce
C Cs
Cy Cs C;

N Cs
u " I| H | |

0 w 2w 3w 4w 5w 6w 7w 8w 9w 10wc. Frec

Espectro de amplitud

Fase
P_{
Fs
Fi
pl2] F.
Fa
| | | ' A | | | |
Fe
0 w 2w 4w 5w 6w 7w w 9w  10wFrecFrec.
-p/2
il B E.
-p FS
1 Espectro de fase
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En ambos casos tendremos sOlo vaores para un nimero entero de veces la frecuencia
fundamental, lo que implica un espectro de lineas, discreto, y no una curva continua.

S la serie esté desarrollada en funciones seno y coseno deberiamos pasarla a la forma de solo
términos Seno 0 coseno para que pueda ser representada.

Sea:

Valor medio cuadr aticoy potencia.

El valor RMS (medio cuadrético) de la onda tota es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados
delos vaores RM S de sus componentes. Es decir que Si:
i =1lg + Tl CcOoS (Wt-ql) + Tz CcOoS (2Wt-qZ) + ...
lrms = (|02 + ]A\lz + 1@22 + 1@32 + ... )1/2
0 bien:
2

lems = (102 + 112 + 12 + 132 + ... Y2

Lademostracion (teorema de Parseval) es smple, yaque por definicion es:
1 ..
1% = = @) i 2dt
7Q

y reemplazando i por los términos de la serie obtendremos lo buscado.
La potencia promedio tota es, como consecuencia, la suma de las potencias promedio de la
componente de corriente continua, de lafundamenta y de las armdnicas tomadas separadamente.

P=P+P+P,+... =

= VWolo + | Vi| |11 cos f1 + | Vo] |I2] cos fo + ...
la demostracion también parte de la definicion:

.
P :(1/'I)Qv*i dt
gue puede considerarse una generaizacion de la anterior.

Lo importante es que las componentes tensén y corriente de armoénicas diferentes no
contribuyen ala potencia activa.
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